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Nature, engineers and numerical simulations

Naijbrz si ni tezko zamisliti, o éem razmiilja
pilot vesoljskega plovila tik pred vstopom v
zgornje plasti atmosfere. Verjetno je nauéen
slediti natanénemu protokolu in z robotsko
natanénostjo izvaja vnaprej do potankosti
izdelan postopek vrnitve plovila na Zemljo.
Skoraj gotovo mu misli ne videjo na skupino
inZenirjev in znanstvenikov, ki je plovilo na-
¢rtovala in predvsem z uporabo numeriénih
simulacij predvidela obna3anie plovila pri
vrnitvi na Zemljo.

It is probably not hard to imagine what the
thoughts of a pilot of a space vehicle just
before re-entry into the atmosphere are.

He is most likely trained to follow a precise
protocol, which he carries out with robotic
precision. He does not think on the group of
scientists and engineers, who designed the
vehicle and by relying heavily on computer
simulations, foresaw the behaviour of the
vehicle during re-entry.

Vstop plovila skozi atmosfero pri povratku na
Zemljo je morda najbolj ogiten primer inZenirskega
problema, pri katerem si naértovalci pri razvoju
plovila ne morejo pomagati z izvajanjem velikega
Stevila poizkusov. Uporabljajo rezultate numeriénih
simulacij, ki posnemajo naravo in procese v njej do
takdne mere, da omogocajo napovedovanje obna-
$anja plovila pri najrazliénejsih pogoijih.

V zadniji polovici prej$njega stoletja je prislo do
bistvenega napredka v znanosti in tehniki. Vsak
izmed nas je v vsakdanjem Zivljenju moé&no odvi-
sen od novih tehnologij. Dandanes narodi in velike
korporacije izvajajo projekte, katerih velikost in
kompleksnost presegata sanje prejinje generacije.
Rutinsko uporabljamo naprave, ki jih nasi stari star-
$i primerjajo s éudezi. Hkrati od trga zahtevamo
izkljuéno ekolosko sprejemljive izdelke z vedno
boljgim izkoristkom, uporabnostjo in varnostjo za
manjii stro3ek.

Preteklim generacijam je zadostoval proces raz-
voja s poskusanjem in uéenjem na napakah. Glede
na zapletenost, velikost in ceno danasnjih naprav
je razvoj z izdelavo in preizku$anjem pomanijanih
modelov nemogog. Preizku$anje in uéenje na pra-
vi napravi je velikokrat predrago, vzame preve¢
asa in je preve zapleteno, da bi bilo praktiéno.
Potreba po napovedovaniju delovanja naprav in
moznost izbolj$av delovanja za zagotavljanje veé-
je varnosti, kvalitete in niZje cene je postala kljuéna
za uspesdno industrijsko proizvodnio in resevanje
okoljskih problemov. Raziskave in razvoj na po-
drog&ju matematié¢nega modeliranja in simuliranja

procesov v naravi so zato tako nujne.

Oglejmo si nekaj primerov uporabe numeri¢nega
modeliranja v inZenirstvu in naravoslovju. Naj-
bolj ociten primer, ki zadeva prav vse nas, je
napovedovanje vremena. Ne bom izgubljal pre-
ved besed o tem, kako koristno je poznati vreme
vnaprej. Marsikatero nevieénost si prihranimo, &e
zveder pogledamo vremensko napoved. Moram
pa priznati, da bi bilo res lepo, ko na&rtujem po-
mladanski izlet z jadrnico, &e bi lahko vreme v
¢asu jadranja poznal kakdna dva meseca vnapre;j,
najraje takrat, ko pladujem izposojo jadrnice. Raz-
log, zakaj ne napovedujemo vremena za dolga
obdobia, je tezko razloZiti. Brez uporabe pojmov,
kot so parcialne diferencialne enacbe, nelinearni
sistemi, kaos, turbulenca, skorajda ne gre. Zato so
v danasdniji druzbi e vedno zelo priljubliene meto-
de srednjevedkega tipa, ki po velini za napovedi
uporabljajo zvezde ali pa pripisujejo velik pomen
majhnim naravnim $tevilom.

Prvi resni poskusi napovedovanja vremena segajo
v &as, ko so se zadele prve sistemati¢ne meritve
vremenskih pogojev. Zal se je takoj pokazalo, da
samo s sklepanjem na razvoj vremena od danes
do jutri ne pridemo do kaj prida toénih napovedi.
Morda je e najbolj¥a napoved tistq, ki pravi, da
bo vreme jutri tak3no, kot je danes. Statistika pravi,
da boste v tem primeru dobrih sedem mesecev na
leto imeli prav.

Ce zelimo vreme napovedati vnaprej, ga moramo
simulirati. Procese, ki potekajo v naravi, opiemo z
enac¢bami. Ker menda vsaka enacba v poljudnem
besedilu prepolovi $tevilo bralcev, tu ne bom na-
vedel prav nobene. Pa vendar je mogoée fizikalne
lastnosti atmosfere, kot so tlak, vlaZnost, hitrost
vetra, gostota zraka, temperatura, sonéno sevanje
in &as, medsebojno povezati v sistem enaéb. Do-
log&imo obmogje, v katerem bi radi simulirali razvoj
vremena. Potrebujemo $e zaletno stanje v atmo-
sferi, ki ga izmerimo. PredpiSemo pogoje na robu
obmogja in z eno izmed metod numeriéne mate-
matike sistem ¢asovno odvisno redimo. Drugace
povedano, na obmodju, ki smo ga izbrali, izradu-
namo ¢asovno odvisno spreminjanje temperature,
vlaZnosti, hitrosti vetra itd. Podobno ravnamo pri
simulaciji katerega koli problema: naravne zakoni-
tosti zapiSemo z matematiéno-izikalnim modelom,
ki ga ob poznavanju robnih in zagetnih pogojev
numeri¢no resimo.

Veliko osnovnih zakonov v fiziki, kemiji, biologiji in
ekonomiji lahko zapidemo z diferencialnimi ena&
bami. Diferencialno enagbo v matematiki definira-
mo kot enagbo v kateri odvodi funkcije nastopajo
kot spremenljivke. Med najbolj znane sodijo Max-
wellove enacbe v elekiromagnetizmu, Einsteinove
enacbe v splosni relativnosti, Schrédingerjeva



Raziskujemo vpliv postavitve tokovnih ovir na robovih sonénega kolektorja na toplotne izgube. Slika prikazuje
izolinije temperature nad kolektorjem ter s krivuljo toplotni tok iz kolektorja. Preko kolektorja Sirine 32 centimetrov
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enacba v kvantni mehaniki in Navier-Stokesove
enacbe za dinamiko tekodin. Velikokrat se zgodi,
da v razliénih znanstvenih disciplinah pridemo do
enacb enakega tipa. Na primer gostoto magnet-
nega polja in stacionaren elektriéni tok povezuje
enak sistem parcialnih ena&b kot hitrostno in vrting
no polje pri toku nestisljive tekocine. Diferencialne
enacbe delimo na veé tipov - na navadne, parci-
alne, stohasti¢ne itd. Red diferencialne enacbe pa
dolo&imo z najvigjim redom odvoda v nje;.
Analiti¢nih reditev diferencialnih enacb navadno
ne poznamo. Obstajajo samo za zelo preproste
primere v poenostavljenih pogojih. UteZ na vrvici
za majhne odmike iz ravnovesne lege ob neupo¥-
tevanju upora in frenja niha sinusno. Ta rezultat
lahko andlitiéno izpeliemo iz diferencialne enagbe
za nihanje nihala. Ko pa na uteZ pritrdimo e eno
vrvico z utezjo, je simulacija tako nastalega dvoj-
nega nihala izredno tezavna. Andlitiéna resitev ne
obstajaq, sistem je nelinearen in kot tak zelo ob-
¢utljiv na zaéetne pogoje. Dvojno nihalo opigemo
z navadno diferencialno enaébo. Simuliramo ga

z metodo Runge Kutta, kjer od zacetnega stanja z
majhnim korakom napredujemo po &asu.

Problemi ekoloske narave so neprimerno bolj kom-
pleksni. Razsirjanje onesnazeval v podzemni vodi,
gibanije aerosolov v mestnih srediicih, gibanje
delcev v izpuhu dizelskega motorja opisemo s par-
cialnimi diferencialnimi ena¢bami. Zaradi izredne
zapletenosti in velikega $tevila medsebojno po-
vezanih procesoy, ki so znaéilni za okoljske proble-
me, pridemo do matematiéno fizikalnega zapisa

s pomodjo predpostavk in poenostavitev. Vsi pro-
blemi so prostorske narave in zahtevajo simulacijo
velikega obmo¢ja. Navadno nas zanima razvoj
glavnih spremenljivk, zato je resitev potrebno iskati
v daljem ¢asovnem obdobju.

Metod regevania sistemov parcialnih diferencialnih

enacb je zelo veliko. Med najbolj znane in naj-
veckrat uporabljene sodijo metoda konénih razlik,
metoda konénih elementov, metoda kon&nih volum-
nov in metoda robnih elementov. Vse temeljijo na
podobnem nalelu. Obmogje izrauna napolnimo
z elementi (tetraedri, heksaedri, prizme), ki imajo
vozlid&a. Parcialno diferencialno enacbo zapisemo
v diskretno obliko za vozliséa elementov, potek ne-
znanih funkcij znotraj elementov pa interpoliramo.
Tako za vsako izmed vozli§& dobimo eno linearno
enacbo. Ko sistem linearnih enacb za vozlis¢a
red§imo, poznamo funkcijo, ki smo jo iskali, v vseh
vozli&ih. Ve elementov uporabimo, veé vozlise
imamo v obmogju in bolj natanéna je resitev.
Natanénost resitve ne smemo izbirati poljubno.

Ce je mreza vozlid& preredka, bo z njo nemogoce
popolnoma opisati dogajanije in resitev bo na-
paéna. Ce simuliramo gibanije aerosolov v zraku v
mestnem sredi$¢u, moramo prostor med stavbami
opisati z dovolj velikim Stevilom vozli§¢, da bo vpliv
stavb pravilno upostevan. Drugace povedano,
mreza vozli$¢ mora biti dovolj gosta, da na njej
zapidemo vse fizikalne strukture, ki se lahko pojavi-
jo. Ko piha veter preko stavb, se za njimi pojavijo
vrtinci. Velikokrat se pokaze, da tudi najmanijse
strukture vplivajo na celotno resitev in jih ne smemo
zanemariti. Tako nam velikost najmanise strukture
pri pojavu dolo&a gostoto radunske mreZe. Izkaze
se, predvsem pri turbulentnih tokovih, da je potreb-
no Stevilo radunskih tock tako veliko, da presega
zmogljivosti sodobnih ragunalnikov.

Denimo, da Zelimo simulirati tok v reki. Morda z
namenom umetnega ustvarjanja tokovnih razmer,
ki zmanj3ujejo erozijo. Naj bo reka globoka en
meter, $iroka 100 metrov, simulirali pa bi radi en ki-
lometrski odsek. Ce te&e reka dovolj hitro, da je tok
turbulenten, lahko pri¢akujemo, da bodo najmanisi
vrtinci v njej imeli premer reda velikosti en mili-
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Slika prikazuje tokovno in temperaturno polje v zgo-
revalni komori seZigalnice odpadkov. Ob odprtinah
za dovod zraka, kjer je zgorevanie najintenzivneje,
opazimo najvisje temperature.

meter. Za dostojen opis vrtinca v enem kubi¢nem
milimetru potrebujemo sto vozlis¢. V celotni pros-
tornini reke, ki jo simuliramo, bomo torej imeli 10
vozlig&. Ce privzamemo, da bi v vsakem vozlizu
radi poznali tlak in tri komponente vektorja hitrosti
ter da vsako 3tevilko zapisemo s stirimi baiti, je
potrebno shraniti 150 milijonov gigabaijtov. Oéitno
preved, celo za superraunalnike. Pomagamo si z
modeliranjem vpliva struktur, ki jih zaradi preredke
racunske mreZe ne simuliramo. Ker poznamo fiziko
pojava, lahko ob vpeljavi poenostavitev in pred-
postavk najmanijse strukture opisemo z empiri¢nim
modelom. Ve&krat se zana3amo tudi na uporabo
statistiénih metod, kjer namesto trenutnih velicin
simuliramo samo povprecne.

Ne glede na to, kak3en problem resujemo, ce Zeli-
mo resniéno simulirati procese v naravi, je raunska
zahtevnost izredno velika. Na eni strani racunsko
zahtevnost zmanijdujemo z vnasanjem poznavanja
fizike v problem in ga tako poenostavljamo. Na
drugi strani posku3ajo raziskovalci razvijati nove
numeri¢ne algoritme, ki z uporabo modernih mate-
matiénih prijemov, kot je na primer valéna transfor-
macija, dosegajo natanénej$e rezultate v krajiem
racunskem &asu. Hkrati z uporabo vzporednega
ra¢unanja na veé raunalnikih povedujemo radun-
sko moc.

Superra¢unalniki predstavljajo levji delez radunske
modi za inZenirske aplikacije. Nekdaj nedoseg-
liivo dragi sistemi so danes na razpolago tako
industrijskim uporabnikom kot raziskovalcem v veé
desetih centrih po svetu. V zadnjem &asu opazamo
dve smeri izgradnije superracunalnigkih sistemov.

Klasi¢nim vektorskim ragunalnikom vedno bolj kon-
kurirajo cenej3i sistemi, sestavljeni iz gru¢ poceni
racunalnikov.

Vektorski racunalniki imajo veé procesorijev, ki
hkrati dostopajo do skupnega pomnilnika. Vanje je
vgrajenih zelo veliko Stevilo zelo majhnih pomnilni-
$kih &ipov, kar omogoéa procesorju zelo hiter do-
stop do podatkov v pomnilniku. Programer paraleli-
zira predvsem zanke s posebnimi direktivami preva-
jalnika. Ko se na vektorskem ragunalniku paralelen
program zazene, v zaetku zaseda le en procesor.
Ko pa je potrebno izvesti zanko, program uporabi
ostale proste procesorje in mednje porazdeli delo.
Ker vsi procesorii dostopajo do istega pomnilnika,
komunikacija med njimi ni potrebna. Programer
mora paziti le na to, da je izvajanje zanke neodyvis-
no. Ce na primer frefji procesor potrebuje podatek,
ki ga prvi $e ni izraunal, je seveda potrebno po-
skrbeti, da po&aka na podatek.

Gruce poceni raunalnikov, povezanih med se-
boj s hitro mreZno povezavo, so resen konkurent
vektorskim superragunalniskim sistemom. V tem
primeru vsak procesor dostopa samo do svojega
pomnilnika, pa 3e to zelo pocasi. Izkaze se, da pri
vedini matematiénih operacij procesor potrebuje
veé &asa, da pridobi potrebne podatke iz pomnil-
nika, kot pa da izvede samo operacijo. Hitrega
predpomnilnika pa je odlo&no premalo, da bi

vanj lahko zapisali vse podatke za resen izragun.
Druga slabost gru¢ poceni ra¢unalnikov je prenos
podatkov po mrezi. Ce zelimo reiti nek problem
paralelno, je prej ali slej potrebno rezultate, ki jih
je izracunal en procesor, sporociti drugim. To pa
ie kljub hitrim mreznim povezavam najozje grlo.
Ob zagonu se zaZene isti program na vseh pro-
cesorijih, ki jih nameravamo uporabiti, programer
pa mora ro¢no poskrbeti za vso komunikacijo in
sinhronizacijo med procesoriji. Ve&ina gru¢ deluje
pod operacijskim sistemom Linux in za dodeljeva-
nje procesorskega ¢asa uporabnikom uporablja
sistem vrst.

V tem numeriéno - matematiéno-fizikalnem po-
gledu se napovedovanje vremena prav nié¢ ne raz-
likuje od simulacije vstopne trajektorije vesoljskega
plovila. Prav tako so razsirjanje hrupa, ki ga pov-
zro¢a avtomobilsko ogledalo pri visokih hitrostih,
ali pa tok podtalne vode okoli ¢rpaliéa ali simu-
lacija razmer v sezigalnici problemi enake narave
in vsaj v nacelu z enako resitvijo. Fiziko problema
opi$emo z ena&bami in jih z metodami numeriéne
matematike re3imo. Naredimo mnogo poenostavi-
tev in predpostavk, enaébe resujemo le priblizno.
Dober inZenir se jih zaveda in jih pri predstavitvi in
uporabi rezultatov uposteva.

Naj se za konec vrnemo k dolgoroénemu na-
povedovaniju vremena. Oéitno je, da je stanje v
atmosferi v prihodnosti odvisno od stanja danes.
Ko z merilnimi intrumenti izmerimo danasnje, za-
&etno stanje v atmosferi, naredimo majhno napako.
Napake se ne moremo znebiti, tudi v principu ne.
Eden izmed temeljev fizike je, da je hitrost in pol-



ozaj delca hkrati nemogoée natanéno poznati.
Sprijazniti se forej moramo z dejstvom, da je nase
zadetno stanje, ki smo ga izmerili, obremenjeno z
napako. Sistem enacb, s katerim popidemo fiziko
razvoja vremena, je nelinearen. Casovni razvoj
nelinearnih sistemov je moéno odvisen od zacetnih
pogojev, kar je za dolgoroéno napovedovanje
vremena pogubna znaéilnost. Zelo majhna razlika
v za&etnih pogojih dveh sicer enakih simulacij se
po dovolj dolgem &asu povela do takine mere,
da podobnosti med obema napovedma ni veé. En
sam utrip metulja s krili na enem koncu sveta lahko
&ez nekaj mesecev na drugem koncu sveta povzro-
&i tornado.

Radoveden bralec lahko nekaj malega o obravna-

vanih temah prebere na naslednjih spletnih straneh:

iepoi.uni-mb.si,
www.modflow.com,
www.ansys.com,
www.wiz.uni-kassel.de/ecobas.html,

www.nr.com,
scienceworld.wolfram.com/physics/DoublePendu-
lum.html,

order.ph.utexas.edu/chaos,
www.met.tamu.edu/class/ATMO 151 /tut/nwp/
melmain.html.

Studija me3anja kaplijevine in plina v posodi z mesa-
lom. Na levi so prikazane poti tekogine, na desni poti

plina.

Simulacije toka krvi po Zilah predstavljajo prav po-
seben izziv. Snovske lastnosti krvi in elasti¢nost Zil
moéno oteZijo simulacijo. Slika prikazuje potek strizne
napetosti po stenah karotide, ko se v vratu razcepi na
dva dela.





